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Capitolul 0

Lumeain patru sau mai multe dimensiuni

Cand explic hiperspatiul, mentionez intotdeauna cd in copildrie ma uitam ore in sir la gradina
Japoneza de ceal, observand crapii, care inotau sub nufar si trdiau intr-o lume bidimensionald.
Ochii lor vad fiecare cdte o parte si pot vizualiza doar doud dimensiuni. [...] Ei bine,

astazi existd multi fizicieni care cred cd suntem pesti care trdiesc in trei dimensiuni,

fard sd constientizam cd pot exista pdnd la unsprezece dimensiuni

in adevdratul nostru univers.

(Michio Kaku, n. 1947)

Omenirea traieste intr-o era in care, ca urmare a science-fiction-ului
si a progreselor tehnologice, conceptul de hiperspatiu este asumat cu
0 oarecare normalitate, desi putini oameni inteleg cu adevarat ce este.
In anii 1970, primele jocuri video au devenit populare, inclusiv ,Star
Wars”. Acest joc includea un asteroid traversand spatiul stelar. Deoa-
rece ciocnirea sa trebuia evitata, nava cosmicad avea un buton numit
Jhiperspatiu”. Apasand acest buton se putea supravietui, fiindca nava
disparea din fata asteroidului si era trimisa Intr-o alta regiune a spa-
tiului. Copiii de atunci au invitat sa opereze cu acest concept. Cu toate
acestea, putini ne-am imaginat cd cea mai elementara versiune a hi-
perspatiului - ideea unui spatiu cu patru dimensiuni - era cevala care
s-a ajuns dupa secole de efort matematic.

Desi astdzi hiperspatiile sunt o tema comuna in multe domenii ale
stiintei si tehnologiei, timp de secole matematicienii nu au fost capa-
bili sa conceapa spatii cu mai mult de trei dimensiuni, intrucat munca
lor se limita la spatii geometrice sau obiecte la care se referea clasica
Jldtime, lungime si indltime (sau grosime)”. Abia la sfarsitul secolu-
lui al XV-lea se pune din nou problema semnificatiei - si existentei
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ISAAC NEWTON 1643-1727
= d(mo)=Fdt

Figura 1. Timbru omagial pentru Newton.

posibile - a spatiilor cu mai mult de trei dimensiuni. Cu toate acestea,
matematicienii din acea perioada considerau ca studierea unor ast-
fel de spatii era o prostie impotriva naturii, deoarece contemplarea
posibilitatii existentei unor obiecte de peste trei dimensiuni era ca si
cum ai imagina monstri sau orice alt fel de himeri. In 1685, teologul
si matematicianul englez John Wallis (1616-1703) a scris un tratat
de algebra in care spunea:

In timp ce natura insasi nu admite mai mult de trei dimensiuni (locale)
(lungime, ldtime si grosime, in linii, suprafete si solide), poate parea ina-
decvat sa vorbim despre un solid (de trei dimensiuni) desenat intr-o a

patra, a cincea, a sasea sau altd dimensiune.

Geometria euclidiana a fost singura geometrie acceptata pana in
secolul al XVIII-lea, epoca marilor figuri ale stiintei si gandirii rati-
onaliste. In cele din urma, filosofia a ficut loc stiintei moderne, cu
figuri de talia lui Galileo Galilei (1564-1642) sau Isaac Newton
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(1643-1727). In 1754, enciclopedistul si matematicianul francez
Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) a publicat, in celebra Enciclo-
pedie, un articol despre conceptul de dimensiune. Astazi se considera
ca D’Alembert a fost primul care a luat in considerare posibilitatea
unui spatiu cu patru dimensiuni, In care cea de-a patra dimensiune
ar fi timpul. Mai tarziu, un alt matematician contemporan cu D’Alem-
bert, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), a adoptat in tratatul siu
de mecanicd, Mécanique analytique, ideea a trei dimensiuni spatiale -
sau carteziene x, y, z - si a patra temporal3, t. Pentru o vreme, meca-
nica a fost consideratd un domeniu al fizicii care studiazad miscarea
corpurilor datorita actiunii fortelor, ca o geometrie cu patru dimensi-
uni. Motivul era practic, deoarece intr-un spatiu cu aceste dimensiuni
pozitia unui solid putea fi definita cu precizie.

Un alt progres care a avut loc in aceasta perioada a fost nasterea
geometriei analitice, adica studiul figurilor geometrice prin alge-
bra si analiza matematica. Timp de secole, relatia dintre numere si
obiectele geometrice era ceva care venea de la sine din motive prac-
tice: nevoia de a masura lungimi, suprafete si volume ducea la ideea
de a putea folosi numerele atunci cand studiem figurile geometrice,
pas care a permis ulterior si alti pasi. De exemplu, posibilitatea de a
reprezenta punctele unui plan cu perechi de valori (x, y} de numere
reale, adica x,y€R, a fost un pas fundamental pentru geometria
analitica. Pe de alta parte, reprezentarea obiectelor geometrice cu
formule sau expresii algebrice s-a dovedit a fi o idee fundamen-
tala si, fard indoiald, un mare progres. De exemplu, reprezentarea
unei drepte prin ecuatia generald ax + by = ¢ si a unui plan prin
ax + by + ¢z = d sau a unui cerc cu centrul in punctul de coordo-
nate (a, b) si raza r prin expresia (x-a)*+(y—-b)* =r?, au permis ca,
aplicand regulile algebrei, dreptele, planele si cercurile si poata fi
»manipulate” ca si cum ar fi numere. Adica datoritad algebrei putem
obtine nu doar o arie, ci si intersectii, distante etc.
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Geometria analiticd a luat nastere ca urmare a lucrarii inde-
pendente a lui René Descartes (1596-1650) si Pierre de Fermat
(1607-1665). Descartes a introdus termenul de geometrie analiticd
in 1637 in lucrarea sa Discurs despre metoda de a ne conduce corect
ratiunea si de a cduta adevdrul in stiinte, cunoscuti si sub forma
abreviatd Metoda. Cu toate acestea, Fermat, in lucrarea sa Introdu-
cere tn locuri plate si solide, contribuie la ideea unui loc geometric,
adica ecuatiile indica locuri geometrice concrete in care un anumit
obiect (de exemplu, o dreaptd sau un cerc) exista. Astfel, o ecuatie
de gradul al doilea (x-a)?+(y—-b)?*=r? reprezintd un cerc cu centru
(a, b) sirazar; (x-a)?=4p(y-b) reprezinti o parabola cu varful (a, b)
si focarul (0, p);

2 2
X
X,V
a* b2
reprezintd o elipsa, iar
Xy
at b?

reprezinta o hiperbola. Acestea figuri se numesc conice, studiate de
Fermat, locuri geometrice intr-un plan sau in R? Interesant, ele apar
atunci cand un obiect cum este conul dublu se intersecteazi cu un
plan in trei dimensiuni sau R3.

Cablurile care sustin unele poduri suspendate sau antenele pa-
rabolice sunt exemple de parabole, iar traiectoria elipticd a orbite-
lor planetare studiatd de Johannes Kepler (1571-1630), precum si
oglinzile convexe sau hiperbolice ale unor telescoape - asa-numitele
Cassegrain - sunt exemple care ilustreaza utilizarea conicelor in viata
de fiecare zi.
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PARABOLA CERC ELIPSA HIPERBOLA

Figura 2. Obtinerea conicelor prin intersectarea unui con dublu cu un plan.

in secolul al XVIII-lea, datoritd unei alte figuri celebre ale matema-
ticii, Leonhard Paul Euler.(1707-1783), geometria analitica a fost
sistematizata si formalizatd si a dobandit statut de doctrina.
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Figura 3. Sus: aplicarea conicelor la oglinzile telescopului Cassegrain.
Jos: timbru dedicat lui Galileo.
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Drumul catre geometria proiectiva: o calatorie faraintoarcere

Pe parcursul secolului al XIX-lea, in stiinta matematicd au coexistat
doud moduri de a vedea geometria: pe de o parte, cea euclidiani, ba-
zata pe rationamentul axiomatic; pe de altd parte, cea analitici care
era, in sine, o metodologie perfect consolidatd. Ca urmare a acestei
situatii, specialistii In geometrie s-au impartit in doui mari scoli: cea
a geometriei analitice, pe care am vazut-o deja in paragrafele anteri-
oare, si cea a geometriei sintetice.

Specialistii in geometria sinteticd sunt matematicieni - precum
Arthur Cayley (1821-1895) - care rationeazi pe baza axiomelor,
ceea ce Inseamna cd deductiile lor se bazeazi pe propuneri care sunt
considerate evidente si, prin urmare, nu necesiti nicio demonstratie.
De exemplu, o axioma este afirmatia: ,prin doui puncte trece o sin-
gura dreaptd” sau ,,0 multime este mai mare decit oricare dintre sub-
multimile care o compun”. Adeptii acestei tendinte sunt mostenitorii
geometriei euclidiene, desi actualizati si reinnoita.

Daca figura lui Cayley este relevanta pentru nasterea si dezvolta-
rea ulterioara a geometriei proiective este pentru contributia - fira
ca aceasta sa fi fost intentia lui - la dezvoltarea conceptului de ma-
trice, pe care l-a definit in ,A memoir on the theory of matrices”, un
articol publicat in 1858, care va duce la definirea unei matrice nule si
a unei matrice unitate. Mai mult, Cayley a demonstrat posibilitatea de
a efectua operatii cu matrice ca si cum ar fi simple numere, in special
adunarea si inmultirea a doua matrice sau cum se obtine inversul unei
matrice. Calculul inversului unei matrice este fundamental in multe
situatii, deoarece permite impdrtirea a doud matrice prin inmultirea
matricei numarator cu inversul matricei numitor. Putem afirma ci
prin contributia sa la algebra matricelor, Cayley stabileste bazele -
adicd instrumentul - de lucru in geometria proiectiva. In plus, algebra
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matriceald are astdzi numeroase aplicatii In materii la fel de diverse
precum fizica, economie sau biologie.

Desi Arthur Cayley, unul dintre cei mai importanti matematicieni
ai epocili victoriene, a fost unul dintre fondatorii scolii britanice de
matematica purd, adevarul este ca munca sa a contribuit la dezvol-
tarea unei arii de matematica in voga astdzi, matematica aplicata.
De fapt, printre numeroasele sale lucrari de cercetare (a publicat
aproape trei sute de articole), contributiile sale la aceastd ramuri a
stiinfei se remarca in chestiuni precum teoria factoriala si a permuta-
rilor, probabilitatile, teoria grupurilor etc.

Dupd cum am mentionat, in timpul secolului al XIX-lea geometria
s-a Impartit in doua scoli, desi ,separarea” a fost temporard. Mate-
maticianul german Felix Christian Klein (1849-1925) a introdus,
in 1872, o metoda de caracterizare a geometriilor, asa-numitul ,pro-
gram Erlangen”, cu care a incheiat separarea dintre geometria sinte-
ticd - cea care nu este altceva decit noua denumire care primeste
mostenirea actualizata a geometriei euclidiene, asa cum am menti-
onat - si geometria analiticd. Pentru Klein, aceste geometrii, printre
altele, sunt cazuri particulare de geometrie proiectiva, care isi dato-
reazd numele faptului cad studiaza efectul transformarilor (translatii,
rotatii, intinderi etc.) asupra obiectelor geometrice. Transformarile,
numite si ,transformari proiective”, sunt tehnici utilizate in mod obis-
nuit de pictori si arhitecti in lucrarile si proiectele lor.

Desi multe dintre principiile sale erau cunoscute din cele mai
vechi timpuri, nasterea acestei discipline a avut loc la Inceputul se-
colului al XIX-lea, cAnd matematicienii au observat ca au loc transfor-
mari care pastrau proprietitile geometriei euclidiene, asa-numitele
»descriptive”, iar altele nu, care au fost numite ,metrice”. Cayley insusi
a verificat ca spatiul euclidian este un caz particular al asa-numitului

Continala pag. 19
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ARTHUR CAYLEY

Figura 4.
Arthur Cayley.

In 16 august 1821 s-a n&scut matematicianul brita-
nic Arthur Cayley, la Richmond, l1anga Londra. Tatal
sau, negustor, s-a mutat impreuna cu familia la
Sankt Petersburg (Rusia), unde micutul Arthur si-a
petrecut primii opt ani din viata, Cayley a fost o per-
soana versatila care a studiat Matematica si Dreptul
la Trinity College, Cambridge, absolvind Tn 1842, A
publicat un numar semnificativ de lucrarl de cerce-
tare Tn Cambridge Mathematical Journal, Tn timp ce
lucra ca avocat, ocupaiie care i-a oferit un salariu
bun, permitandu-i sa-si dedice timpul liber studiu-
lui matematicii. A cunoscut matematicieni de talia
lui William Rowan Hamilton (1805-1865), fon-

datorul operatorului hamiltonian, unul dintre elementele fundamentale ale
mecanicii cuantice, si James Joseph Sylvester (1814-18397), un alt
matematician care, precum Cayley, si-a castigat existenta ca avocat. In
1863 a fost numit profesor de matematica pura la Universitatea din Cam-
bridge, funciie pe care a detinut-o pana la sfarsitul zilelor sale. Una dintre
cele mai importante contributil ale sale a fost facuta in teoria matricelor
si determinantilor, aranjamente bidimensionale ale elementelor (numerelor)

situate in m linii si n coloane:

. dp an
Gpy Gy o,
amw &, i3 r}f Y

Eleste autorul multiplicani matricelor si celebra teorema Cayley-Hamilton,

care ne permite sa calculam asa-numitul polinom caracteristic’, care se
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obtine prin diagonalizarea matricelor si care, In prezent, are un numar infinit
de aplicatii tehnico-stiintifice. De exemplu, permite determinarea stabilitaii
unul ecosistem sau prezicerea evolutiel unei afaceri in concurenta cu al-
tele si reprezinta fundamentul matematic al motorului de cautare Google.
Desi specialitatea lui Cayley ca matematician a fost algebra, In 1843 s-a
orientat cétre geometria analitica si a studiat spatiile n-dimensionale, genul
de spatii cu mai mult de trei dimensiuni, pe care le vom examina pe par-
cursul acestei carti. In lucrérile sale pe acest subiect a folosit determinan-
til, o valoare numerica ce se obtine din elementele unei matrice patratice
{n xn, numar egal de linii si coloane), care sunt folosite pentru a reprezenta
obiecte matematice precum drepte, plane etc.

Alte idei infroduse de Cayley erau chestiuni bine-cunoscute de mulii
studenti. De exemplu, prin intermediul matricelor a introdus ideea ¢&, dat
fiind un sistem de ecuatil:

_[ax+by: X
lcx+dy:y'

matricea formata din coeficientii ecuatiilor, adica, a, b, ¢, d.

,MUutd” punctul {x, y) In pozitia (x*, ). Un alt mod de a exprima aceeas! idee
este Tn notatia matriceala:

a b X X
c d % ¥

Lucrarea sa asupra spatilor cu patru dimensiuni a fost esentiala in
muite alte discipline, de exemplu, pentru dezvoltarea n secolul al XX-lea a
teorier relativitalit a lui Einstein. A lucrat cu cuaternioni: numere complexe n

Continua la pag. 18
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